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ТЪе critical analysis of some modifications of quasi- 
equilibrium model, which gained ground in computing 
practice at calculations of ingots consolidation, is carried 
out. Probability model of crystallization of binary alloy at 
pouring of steel is offered.
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При создании и совершенствовании техноло­
гических режимов непрерывной разливки стали, 
базирующихся на математическом моделировании 
температурного поля затвердевающей заготовки, 
одним из основных показателей является ско­
рость охлаждения, для определения которой необ­
ходимо обеспечить достаточно точное решение 
задачи теплопроводности для заготовки в целом.

Использование компьютеров для расчетов 
затвердевания слитков в течение последних четы­
рех десятилетий позволило разработать разнооб­
разные математические модели для описания 
процесса кристаллизации бинарного сплава. При 
этом наибольшее распространение получила так 
называемая квазиравновесная модель кристалли­
зации бинарного сплава, которая реализуется в 
нескольких различающихся модификациях.

В настоящей статье выполнен критический 
анализ нескольких модификаций квазиравновес- 
ной модели, получивших распространение в вы­
числительной практике при расчетах затвердева­
ния слитков, а также предложена вероятностная 
модель кристаллизации бинарного сплава при 
разливке стали.

Двухфазная зона и темп кристаллизации рас­
плава, В подавляющем большинстве практических 
задач кристаллизация стального слитка происхо­
дит при наличии двухфазной зоны, образованной 
переплетением дендритных ветвей и остаточного 
жидкого сплава. При этом теплота агрегатного 
превращения выделяется не у четкой границы 
раздела фаз (как принято в идеализированной, 
классической задаче Стефана), а в пространстве, 
заполненном двухфазной зоной.

Теоретическое описание данного эффекта осу­
ществляется путем ввода в уравнение нестацио­
нарной теплопроводности источника теплоты, 
мощность которого прямо пропорциональна ин­
тенсивности процесса кристаллизации, т.е. скоро­

сти вьщеленрш твердой фазы в пределах двухфаз­
ной зоны:

(1)dt ^  " Эг ’
где \j/ -  относительная доля твердой фазы, т.е. 
отношение VJV^ (^в ^ ^  ~ объемы твердой и 
жидкой фаз в двухфазной системе затвердевающе­
го сплава, р, с̂ , ^ — коэффициенты
массовой плотности, удельной теплоемкости, тепло­
проводности; L — удельная теплота (энтальпия) 
афегатного превращения затвердевающего сплава; 
Т -  локальная температура сплава. К; t -  время.

Используя подстановку

Э\|/ _ Э\|/ дТ 

запишем уравнение ( 1 ) в виде
ЭГ

(2)

где используется выражение эффективной удель­
ной теплоемкости сплава

э̂фф -

Сж при Т > Т„

c ^ - L d\^
I t

при т̂ол

Ств при Т <
(3)

Здесь И -  границы интервала крис­
таллизации бинарного сплава.

J\|/
Выражение называют темпом крис­

таллизации сплава.
Отдельные модификации математических мо­

делей процесса кристаллизации бинарного сплава 
различаются способом выражения «темпа крис­
таллизации» в зависимости от температуры и 
физических параметров сплава.
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Квазиравновесная модель. В том случае, если 

линии солидуса и ликвидуса на равновесной 
диаграмме состояния изучаемого сплава можно 
выразить аналитическими функциями rj(7) и 
Г (7), удается выразить темп кристаллизации с
использованием 
формулой [ 1 ]:

известного «правила рычага»

J\|/
1т (4)

где Cq -  исходная концентрация компонента 
(примеси к базовому элементу сплава); штрих 
означает производную по температуре от анали­
тических функций Г,(7) и Т^{Т).

Равновесная диаграмма состояния сплава «же­
лезо — углерод» в интервале койцентраций угле­
рода от 0,05 до 1,3% отражает склонность сплава 
к образованию твердых растворов в процессе 
кристаллизации, причем выражения линий соли­
дуса и ликвидуса с удовлетворительной точнос­
тью можно представить формулами

ГД7)=(1793-7)/177,

Г2(7)=(1808-7)/78.
Использование формулы Вигдоровича (4) для 

расчетов затвердевания отливок, кристаллизую­
щихся в интервале температур, впервые было 
предложено в работе [2 ], а впоследствии в развер­
нутом виде приведено в [3, 4].

Используя линейные соотношения (5), можно 
выразить темп кристаллизации формулой

(5)

d\]f _ О,00717Cq-0,0012
(6)

(13,05-0,00717 Т)
На рис. 1 показано изменение темпа кристал­

лизации при нескольких значениях исходной 
концентрации углерода ( 0 =Cq) в соответствии с 
формулой (6 ).

Из рисунка следует, что максимальное значе­
ние темпа кристаллизации достигается при темпе­
ратуре ликвидуса изучаемого сплава, а при после­
дующем снижении температуры (при остывании 
заготовки) темп кристаллизации постепенно сни­
жается до тех пор, пока не достигается нижняя 
граница интервала кристаллизации (Г^^), после 
чего темп кристаллизации скачком достигает 
нулевого значения.

Солидусная модель. В работах К. Швердтфе- 
гера [5, 6 ] обращается внимание на то, что при 
определении объемной доли твердой фазы в 
пределах двухфазной зоны затвердевающего сталь­
ного слитка необходимо учитывать эффект мик­
росегрегации углерода в дендритной сетке и 
предлагается соотношение

(7)

где — равновесный коэффициент распределе­
ния углерода, значение которого в области y-Fe 
(при Cq>0, 15-0,2%) принимается равным 0,35. 
Используя зависимость концентрации углерода в 
твердой фазе от температуры в виде С=(1793— 
7)/177 (см. Г,(7) в формуле (5)), получаем выра­
жение темпа кристаллизации затвердевающей ста­
ли:

d\]f _ кртСд
(8)dT ’

где m=177 град/%; 7;= 1793 К.
С учетом (8 ) удельная эффективная теплоем­

кость сплава в пределах интервала кристаллиза­
ции имеет вид

‘'эфф(^) т̂в(̂ сол)'*'
A,o»iLCq

(9)(X-Xo){To-Tf ■
На рис. 2 показана зависимость эффективной 

теплоемкости стали от температуры при исходном 
содержании углерода 0 ,6 % и задании следующих 
значений физических параметров сплава:

углерод» от температуры для квазиравновесной модели про­
цесса кристаллизации при нескольких значениях исходной 
концентрации углерода: 0,2% (7), 0,3% (2), 0,4% (3), 0,6% (4) 

и 0,9% (5)

Рис. 2. Зависимость относительной эффективной теплоем­
кости сплава Fe+0,6%C от температуры при использовании 
«солидусной» модели Ш вердтфегера [6]: -  0,6%;

it„=0,35; m=1796 град/%
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^тв(^сол)"'650 Дж/(кг-К), m=l l l  град/%, L= 
=2,65 • 10' Дж/кг, *,=0,35.

Предложенный в работах [5, 6 ] способ опре­
деления темпа кристаллизации сплава основан на 
использовании характеристик окончания процесса 
при температуре солидуса, в связи с чем данная 
модель называется нами «солидусной». При срав­
нении зависимостей эффективной теплоемкости 
для квазиравновесной модели (рис. 3) и солидус­
ной модели (см. рис. 2 ) обнаруживается их опре­
деленное сходство: максимум теплоемкости в 
обеих моделях достигается при температуре лик­
видуса. Вместе с тем, абсолютные значения эффек­
тивной теплоемкости при одинаковых температу­
рах и равных значениях параметров L и 
различаются весьма существенно: при 
эффективная теплоемкость по солидусной модели 
более чем в 2  раза превышает соответствующее 
значение теплоемкости для квазиравновесной 
модели.

выделение наибольшего количества теплоты агре­
гатного превращения распространится в пределах 
некоторого интервала температур вблизи от точки 
ликвидуса.

Теоретическое описание процесса кристалли­
зации бинарного сплава с учетом эффекта размы­
вания локального экстремума в точке ликвидуса 
основано на использовании следующих исходных 
предположений:

• считается известной теплота агрегатного 
превращения — кристаллизации бинарного сплава
( L ) ;

• считаются известными и неизменными тем­
пературы начала (7̂ „ )̂ и окончания (Г„^) про­
цесса кристаллизации;

• удельная эффективная теплоемкость рас­
пределяется в пределах интервала кристаллизации 
по закону экспоненты

C(7)=C,+5C,exp(-8V), (10)
где 5Co=C„^-q,; х=Т^~Т, e=const;

• теплота агрегатного превращения связана с 
удельной теплоемкостью балансовым соотноше­
нием

X

L=^[C{T)-C^]dx. ( 11)

Подстановка удельной теплоемкости с( 7) в 
балансовое уравнение (И) приводит к выраже­
нию относительного количества твердой фазы \j/ 
от температуры в виде интеграла вероятности:

Х1/(Г) = 2а

Рис. 3. Зависимость удельной эффективной теплоемкости 
сплава «железо—углерод» для квазиравновесной модели про­
цесса кристаллизации при нескольких значениях исходной 
концентрации углерода: 0,2% (/), 0,3% (2), 0,4% (J), 0,6% (4) 

и 0,9% (5)

Вероятностная модель. Реальное существова­
ние экстремума эффективной теплоемкости спла­
ва при температуре ликвидуса, обнаруженное при 
использовании обеих указанных выше моделей 
процесса кристаллизации бинарного сплава, вызы­
вает определенные сомнения. Действительно, при 
исследовании динамики затвердевания сплавов, 
кристаллизующихся в интервале температур, мето­
дом выливания жидкого остатка обнаружено су­
щественное различие структурной прочности двух­
фазной зоны, что дает исследователям право раз­
делять двухфазную зону на две части — «жидко­
твердую» и « твердожидкую» в отношении проч­
ности связей между дендритными кристаллами, 
растущими в пределах двухфазной зоны [7]. В 
связи с повышенной мобильностью расплава в 
окрестности температуры ликвидуса можно пред­
положить, что полученный в расчетах острый пик 
удельной эффективной теплоемкости в точке 
ликвидуса неизбежно будет размываться, так что

где

Т - Тс» _  лик ^
Т - Т  ’ ^ c o n s t .

ПЫ1Г ^  n t

(12)

(13)
Л И К  С О Л

в частности, при задании константы л=3 для 
относительного количества твердой фазы получа­
ем

0
\|/(0) = л jexp(-9(0^V /0, (14)

где ^  = ~1==3,3852=const 
л/тс

Для интеграла вероятности, относящегося к 
числу специальных функций [8 , 9], известно со­
отношение

dz (15)

Принимая г=30, получаем в соответствии с 
формулой (15) выражение производной

^  = Лехр(-90^). 
d@ (16)
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d\\f d\^ Э0

Используя подстановку и выра-al cL  ̂ol

Э0  1

жение производной , получаем вы-
^ лик  ̂СОЛ

ражение темпа кристаллизации сплава:

= - т  )
dT dQ

или с учетом соотношения (16)

J\|/ ^— ^ = — ехр 
dT ЬТ

-9
Т - Т^  ЛИК ^

Т - Т
^ л и к  СОЛ

(17)

где (интервал кристаллизации спла­
ва). При этом удельная эффективная теплоем­
кость кристаллизующегося сплава в пределах за­
данного интервала кристаллизации имеет вид

сзфф(г) = с (г ,„ ,)- 1 ^ ^ с ( т ; „ , )  +

AL +— ехр 
бГ

-9 Т - Т^ ЛИК

Т - Т^ л и к  СОЛ

(18)

Предлагаемую модель описания процесса кри­
сталлизации бинарного сплава можно именовать 
«вероятностной», поскольку при выводе формулы 
(18) используется выражение интеграла вероят­
ности ( 1 2 ).

На рис. 4, а, б приведены зависимости эффек­
тивной теплоемкости сплава «железо — углерод» 
для двух концентраций углерода -  0 , 6  и 0 ,9 % 
(толстые линии) в сопоставлении с графиками 
функции с^ф( 7) согласно «солидусной» модели 
(тонкие линии).

Расчеты по формулам (9) и (18) выполнены 
при задании следующих границ интервала крис­
таллизации сплава: Г^^=1761 К, Т^^=1687 К при 
содержании 0,6% С; Г̂ ^̂ =̂1738 К, Г^^=1634 К при 
содержании 0,9% С в сплаве.

Для обеих моделей использованы теплофизи­
ческие показатели сплава: L=2,65 • 10̂  Дж/кг, 
cJ7)=650 Дж/(кг-К).

Зависимости на рис. 4 подтверждают эффект 
размывания локального экстремума выделяемой 
теплоты агрегатного превращения при температу­
ре ликвидуса. Вместе с тем, в точке экстремума 
(при T~T^J  для обеих рассмотренных концент­
раций углерода при использовании вероятностной 
модели значения эффективной удельной теплоем­
кости оказались на 1 0 —2 0 % выше, чем для «со­
лидусной» модели Швердтфегера. Имеются опре­
деленные основания отдать предпочтение вероят­
ностной модели расчета параметра с̂ фф(7), прежде 
всего, в связи с использованием балансового 
соотношения ( 1 1 ), соблюдение которого обеспечи­
вает отсутствие неоправданных потерь теплоты 
превращения при разнообразном виде конкретной

Рис. 4. Зависимость удельной эффективной теплоемкости 
сплава «железо—углерод» для двух моделей — солидусной 
(тонкие линии) и вероятностной (толстые линии) при двух 

исходных концентрациях углерода: 0,6% (а) и 0,9% (б)

зависимости с=с(Т), составляющей основу подын­
тегральной функции.
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