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The possibility of determination of dendritic crystals 
configuration is shown, what in combination with complex of 
equations of unsteady-state heat conduction and convective 
diffusion makes universal physical-mathematical basis, 
allowing to forecast the development of time and area of 
complex processes.

V ______  У

Ю. A. САМОЙЛОВИЧ, НПП «Платан»,
В. И. ТИМОШПОЛЬСКИЙ, БИТУ

РАСЧЕТЫ РОСТА СКЕЛЕТНЫХ ДЕНДРИТОВ 
ПРИ ЗАТВЕРДЕВАНИИ СПЛАВОВ С 
ПРИМЕНЕНИЕМ ТЕОРИИ ФРАКТАЛОВ

УДК 621.746

Первичная литая структура стальной заготов­
ки в значительной мере определяет качество 
металла при последующей обработке давлением. 
Исследование макроструктуры литой стали, полу­
ченной методом непрерывного литья, позволяет 
выявить три основные зоны в поперечном сече­
нии литой заготовки: поверхностную зону мелко­
дисперсных кристалликов, четко выраженную зону 
столбчатых кристаллитов и расположенную в 
центре заготовки зону глобулярных (равноосных) 
кристаллов.

Широкое распространение дендритных форм 
роста кристаллов при затвердевании металлов и 
сплавов вызвало многочисленные попытки теоре­
тического объяснения причин дендритного роста, 
обзор которых приведен в работах [1-3]. Согласно 
Р.Фогелю [4], дендритный рост кристаллов стиму­
лируется тепловыми явлениями затвердевающего 
вещества: высокой величиной скрытой теплоты 
плавления, легкостью самопроизвольного образо­
вания зародышей кристаллов, анизотропией фор­
мы кристалла [1, с. 350]. В статье А. Папапетроу [5], 
опубликованной в 1935 г., основной причиной 
дендритного роста считается неоднородное отло­
жение вещества на ребрах и гранях кристалла и 
впервые выводится линейное уравнение, связыва­
ющее плотность потока вещества с текущей кон­
центрацией растворенного вещества:

где С — концентрация вещества вблизи от гра­
ницы раздела фаз.

В 1936 г. В.Д. Кузнецов впервые предложил 
формулу, связывающую скорость роста столбча­
тых кристаллов в стальном слитке с фадиентом 
температуры на фанице раздела фаз:

К - J L . K
(1)

где р, — соответственно коэффициент теп­
лопроводности, массовая плотность и скрытая 
теплота плавления затвердевающего металла.

Наиболее обстоятельный обзор исследований, 
посвященных дендритному росту кристаллов, пред­
ставлен в монографии Д.Д. Саратовкина [3], при­
чем обсуждение дендритного роста носит каче­
ственный характер: теоретическая часть ограниче­
на выводом формулы (1). Лишь во второй поло­
вине прошлого столетия рассмотрение причин 
дендритного роста в металлах и сплавах связыва­
ется с достаточно строгим теоретическим анали­
зом тепловых и диффузионных явлений при 
затвердевании материалов, представленным в ра­
ботах Г.П. Иванцова, Б.Я. Любова, В.Т. Борисова, 
В.А. Тиллера, Б. Чалмерса и др. [6~17].

В настоящее время интенсивное развитие 
численных методов решения уравнений математи­
ческой физики с использованием компьютерных 
технологий расширило возможности теоретичес­
ких исследований, однако проблема дендритного 
роста оказалась чрезвьиайно сложной и не сво­
дится к решению чисто вычислительных проблем. 
Представляется необходимым внимательно рас­
смотреть физические аспекты усложнения геомет­
рической формы растущих кристаллов в конкрет­
ных условиях формирования отливок и слитков 
сложного химического состава.

В работе Д.А.Петрова, А.А.Бухановой [18] ис­
следовано возникновение дендритных кристаллов 
в сплаве алюминия с оловом, с которым алюминий 
образует эвтектическую смесь и не дает твердых 
растворов. Металлы (алюминий чистотой 99,7% и 
олово чистотой 99,5%) плавили в тигельной печи, 
причем сначала расплавляли олово, а затем посте­
пенно, малыми порциями добавляли алюминий. 
После некоторого перегрева и тщательного переме­
шивания расплав медленно охлаждали до темпера­
туры ниже эвтектической (232 "С) при средней 
скорости охлаждения 10—15 град/ч. Из ели-
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точков, застывших в тигле, вырезали образцы для 
изготовления шлифов, на которых изучали форму 
и размеры образуюш;ихся дендритных кристаллов 
сплава.

Главная особенность полученных в этой рабо­
те дендритных кристаллов состояла в том, что при 
содержании алюминия в сплаве в пределах 3-5% 
дендритные кристаллы имели форму октаэдров с 
пустотелыми гранями (рис. I, а, б).

Рис. 1. Форма дендритных кристаллов сплава олова с 3% алю­
миния, характеризуемая возникновением октаэдров с пусто­

телыми гранями, по данным (18)

АБТоры работы [18] предположили, что воз­
никновение кристаллов с пустотелыми гранями 
связано с различием поверхностной энергии ато­
мов, расположенных на разных участках поверх­
ности. Исходный микрокристаллик призматичес­
кой формы развивается, по их мнению, при 
ускоренном росте ребер. Это вызвано тем, что 
атомы, расположенные на ребрах кристалла, обла­
дают большей поверхностной энергией, чем атомы, 
расположенные на гранях. Такое различие в по­
верхностной энергии приводит к ускоренному 
росту ребер по схеме, показанной на рис. 2 , и в 
конечном счете, к возникновению кристалла «ске­
летной» формы.

Вместе с тем, существует и другая точка 
зрения по вопросу возникновения скелетных форм

металлических дендритов, связываюш[ая образова­
ние пустотелых граней в дендритном кристалле с 
влиянием примесей, имеющихся в маточной среде
— расплаве. К примеру, в обзорной статье А.А. 
Чернова [19] отмечается влияние внешних усло­
вий на форму кристаллов цинка, выращенных из 
расплава. В частности, отмечается, что «формы 
роста оставались многогранными при любых раз­
мерах (порядка сантиметра), если рост шел в 
вакуумированном сосуде, и становились скелетны­
ми, если в кристаллизационную камеру напускал­
ся аргон» [19, с. 182].

Широкое распространение дендритных форм 
роста металлических кристаллов потребовало обоб­
щения устоявшихся представлений классической 
кристаллографии, основные закономерности кото­
рой относятся к кристаллам с четко выраженны­
ми «гранными» формами. Возникла необходи­
мость обобщенной классификации кристаллов, 
определенная группа которых обладает склонно­
стью к образованию дендритных (в частности, и 
скелетных) конфигураций. Инициатива такого 
обобщения кристаллографии принадлежит 
И.И. Шафрановскому [20].

Во введении к книге [20] автор отмечает, что 
интерес к изучению скелетных форм кристаллов 
имеет многолетнюю историю. Многие исследова­
тели пытались разгадать природу формирования 
кристалликов воды (снежинок) в виде шести­
угольных узоров, обладающих четкой гексаго­
нальной симметрией. По-видимому, И. Кеплеру 
(1571—1630) принадлежит первая гениальная 
попытка объяснить возникновение шестиуголь­
ных форм на снежинках их внутренним сложе­
нием из мельчайших шаровых частиц. Именно по 
этому пути пошли впоследствии Р. Гук, X. Гюй­
генс и М.В. Ломоносов, связывая внешнюю гео­
метрию кристаллических форм с внутренней гео­
метрией плотнейших и разреженных укладок 
мельчайших частиц («корпускул»). Первые попыт­
ки формализации описания снежинок принадле­
жат И.И. Шафрановскому [20, 21], который допол­
нил опорные понятия кристаллографии о «гран- 
ных» формах понятиями «вершинных» и «ребер­
ных» форм.

Введение понятий «вершинных» и «реберных» 
простых форм послужило первым шагом форма­
лизации дендритных кристаллов путем включе-

Рис. 2. Схема последовательного развития кристалла при пре­
имущественном росте его вершин (согласно [18])
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НИЯ некоторых природных нетипичных форм в 
классические объекты кристаштографии. Следующим 
закономерным шагом «легализации» дендритных кри­
сталлов должен стать способ математического описа­
ния внешней формы дендритов, позволяющий учесть 
разнообразные отклонения от теоретических, строго 
симметричных форм, вызванные воздействием внеш­
ней (маточной) среды, в которой растут кристаллы.

В последнее время достаточно широкое при­
менение получило использование теории фракта­
лов для построения внешнего контура дендрит­
ных (скелетных) кристаллов на базе теоретичес­
кой физики и материаловедения [22-24].

Следует отметить, что практически на протя­
жении последних трех столетий развитие матема­
тической физики базировалось на использовании 
дифференциального исчисления, что предполагает 
возможность определения производных от иссле­
дуемой функции по некоторым независимым

ду
переменным ( — , —у  и т.д.). Вместе с тем, для ох ди
многих природных объектов определение произ­
водных функций, требующее «гладкости» линий и 
поверхностей, вдоль которых изучается изменение 
искомой функции, представляется затруднитель­
ным, а иногда и в принципе невозможным.

В связи с этим в традиционной математической 
физике возникла необходимость введения новых 
понятий, на основе которых станет возможным 
математическое описание разнообразньгх типичных 
объектов. Таким новым понятием является «фрак­
тал», введенный в науку в 1983 г. Бенуа Мандель­
бротом [25]. Фрактал (от лат. Fractus -  изломанный)
-  это структура, обладающая двумя важнейшими 
признаками: изломанностью и самоподобием.

Изломанность фрактала понятна и визуальна, 
и математически как отсутствие производной в 
каждой точке излома. Простейшее толкование 
«самоподобия» состоит в том, что часть объекта 
есть уменьшенная копия целого, или, в более 
общем смысле: «часть объекта есть деформиро­
ванная, но «похожая» часть целого».

Самоподобные фрактальные функции, не име­
ющие производной ни в одной своей точке, были 
открыты в конце XIX в. (например, функция 
Вейерштрасса

оо

W{x) = ^a^cosib" юс), а<1, Ь>1, аЬ>1),
П=1

НО вместе с тем были решительно отвергнуты 
большинством математиков.

Понадобилось целое столетие для осознания 
необходимости математического описания множе­
ства объектов, не обладающих свойством диффе­
ренцируемости во всех точках внешнего контура.

В настоящее время разработке и изложению 
теории фракталов посвящены многие работы [26— 
28]. Математический аппарат теории фракталов

основан на использовании теории функций ком­
плексного переменного и введении понятия про­
изводных функций дробного порядка. Наиболее 
полное изложение теории производных и интег­
ралов дробного порядка приводится в [29], пред­
ставляющей собой наглядный пример плодотвор­
ного сотрудничества белорусских и российских 
математиков. Введение понятия производных дроб­
ного порядка позволило расширить пределы диф­
ференциального исчисления и его приложений ко 
многим объектам, не обладающим дифференциру­
емостью во всех точках внешнего контура.

В качестве примера практического использо­
вания обобщенного дифференциального исчисле­
ния можно указать работы, посвященные динами­
ке деформируемых твердых тел [24, 30].

В последнее время появились попытки ис­
пользования теории фракталов при моделирова­
нии процессов формирования первичной кристал­
лической структуры металлов [31].

Ниже приводятся примеры использования не­
которых алгоритмов теории фракталов для описа­
ния конфигурации дендритных (скелетньгх) крис­
таллов, в соответствии с которыми авторами насто­
ящей статьи разработана компьютерная программа. 
На практике построение фракталов осуществляется 
с применением численных методов и компьютер­
ных технологий, в соответствии с которыми приня­
то разделять фракталы на две фуппы: детермини­
рованные и стохастические [32]. Алгоритм постро­
ения детерминированных фракталов основан на 
использовании так называемых Z-систем. Впервые 
понятие L-системы было введено в 1968 г. 
А. Лидермайером при разработке языков програм­
мирования и позднее стали основой численного 
метода расчета детерминированных фракталов.

В основе метода лежит так называемая «тертл- 
графика» (от англ. «turtle» — черепашка). Основной 
компонентой метода является движущаяся точка 
(черепашка), которая перемещается по экрану 
монитора компьютера дискретными шагами и 
прочерчивает свой след в соответствии с заданны­
ми правилами. Мгновенное положение черепашки 
задается тремя параметрами (х, у, а), где х, у  — 
координаты черепашки; а  — направление следую­
щего шага (угол, отсчитываемый от положитель­
ного направления оси х). Последовательность ко­
манд, определяющая направление перемещения и 
действия черепашки, задается кодовым словом.

В соответствии с изложенной методикой про­
ведены две серии расчетов по построению конту­
ра дендритных (скелетных) кристаллов, результа­
ты которых приведены в графической форме.

Первая серия расчетов относится к построе­
нию скелетных дендритов как совокупности их 
«реберных форм» (по классификации Шафранов- 
ского) для гексагональной и кубической синго- 
ний, имеющих максимальное распространение 
среди промышленных металлов и сплавов.
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На рис. 3, а, б представлена система дендритных 
осей кристалла гексагональной формы, являю­
щихся основой построения дендритного кристалла, 
обладающего набором ветвей первого, второго и 
третьего порядка. Предполагается, что кристалл 
растет на плоской охлаждаемой поверхности, в 
связи с чем во внимание принимается лишь 
большая часть ветвей, относящихся к плоскости 
Y>0. Если же рост кристалла не ограничен внеш­
ней поверхностью, т.е. растет в массе охлаждаемого 
расплава, то расчет формирует систему дендрит­
ных ветвей, показанную на рис. 3, в.

грамма расчетов дополнена некоторыми деталями, в 
результате чего получается фрактальный рисунок 
(рис. 4). Сравнивая фотографии снежинок (рис. 4) 
с портретом снежинки, полученным на основе тео­
рии фракталов, можно констатировать их достаточ­
но полное соответствие. Как отмечалось ранее, для 
железа и его сплавов кристаллическая решетка 
относится к гексагональной и кубической сингоний, 
для которой характерно расположение ветвей ден­
дрита различного порядка под углом 90° по отно­
шению друг к другу. Для этого случая построение 
дендрита скелетной формы приводит к «портретам», 
показанным на рис. 5, а—в.

Рис. 4. Фотографии двух видов снежинок, обладающих гекса­
гональной симметрией [32]

-4 - 3 - 2 - 1 0  1
а

2 3 4 5

Рис. 3. Построение скелета гексагональной формы как основы 
формирования дендритного кристалла, обладающего набо­
ром ветвей первого, второго и третьего порядка: схемы а и б 
соответствуют зарождению кристалла вблизи поверхности 
отливки, что приводит к возникновению неполной кристал­
лической решетки; схема в отвечает свободному развитию 

кристалла с гексагональной симметрией

С целью большего соответствия графической 
модели дендрита гексагональной формы наблюдае­
мым природным шестиугольным снежинкам про-

D W 
в

Рис. 5. Построение скелета кубической сингонии, характер­
ной для большинства сплавов на основе железа: схемы а п б 
соответствуют случаю возникновения единичного скелетно­
го дендрита; схема в иллюстрирует возможность построения 
скелета для пакета смежных кристаллов, растущих в од­

ном направлении, т.е. системы столбчатых дендритов
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Вторая серия расчетов содержит «портреты» 
дендритов, обладающие более сложной (и более 
адекватной реальности) формой. Так, на рис. 6  

приведены контуры дендритного кристалла, ра­
стущего от плоской охлаждаемой поверхности. В 
расчетах использована программа, приведенная в 
[26, 27], дополненная параметрами, позволяющи­
ми имитировать пошаговый прирост высоты 
дендрита (вдоль оси Y). Следует отметить, что 
метод фракталов допускает построение структу­
ры кристаллов, отличающихся высокой степе­
нью сложности. В качестве примера на рис. 7, а—в 
приведен ряд фрактальных портретов кустовид­
ных структур, обладающих определенным сход­
ством со снимками, получаемыми при металло­
графическом анализе сферолитных кристалли­
ческих образований.

Рис. 6. Пример построения серии деформированных «Сне­
жинок Кох» для нескольких последовательных моментов 
времени как пример моделирования роста дендритного кри­

сталла на охлаждаемой поверхности

Таким образом, показана возможность опреде- 
ления конфигурации дендритных кристаллов, что 
в сочетании с комплексом уравнений нестацио-
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Рис. 7. Разновидности кустовидных дендритов («цветов»), 
построенных с использованием фрактальной L-процедуры

парной теплопроводности и конвективной диф­
фузии создает универсальную физико-математи­
ческую базу, позволяющую на основе использова­
ния современных компьютерных технологий про­
гнозировать развитие во времени и пространстве 
сложных процессов формирования кристалличес­
кой структуры затвердевающих слитков, в том 
числе и при непрерывной разливке стали.
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