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77ге numerical analysis o f temperature field, being 
cooled under analytical and numerical schematic models, 
is carried out. It is shown that implicit schematic model 
is close to analytical decision.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
И ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ТЕПЛОВОЙ ЗАДАЧИ, 
ИСПОЛЬЗУЮЩЕЙ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

При решении тепловых задач часто используются численные методы расчета сложных промыш­
ленных объектов. Точность используемых численных схем при этом может существенно различаться. 
Экспериментально оценить адекватность численных схем довольно сложно, а аналитические решения 
тепловой задачи для объектов, имеющих сложную пространственную геометрию, отсутствуют. Однако 
во многих публикациях этот вопрос поднимается, когда речь идет об анализе получаемых решений, 
что свидетельствует об актуальности данной проблемы.

Численное моделирование распределения температуры в нагреваемом кристаллизующемся объекте -  
одна из актуальных научно-технических задач. Многие компьютерные системы технологических процессов 
построены на численных методах моделирования температуры и используют уравнение теплопроводности. 
Основной проблемой при моделировании распределения температур является выбор шага по пространству 
и времени, которые определяют точность решения тепловой задачи. Очень маленький шаг по времени и 
пространству существенно увеличивает временные затраты на расчет, большой -  снижает точность 
моделирования и приводит к неустойчивости получаемых решений. Выбор и оптимизация шага в 
численных схемах является важной научной задачей. Чтобы проверить правильность численной схемы, 
необходимо сравнить результаты моделирования с аналитическими решениями. К сожалению, анализ 
литературных данных показывает, что аналитические решения получены в таких приближениях, которые 
могут вносить погрешность в моделируемый параметр в большей степени, чем это связано с численной 
схемой. Известно, что простые геометрические объекты, имеющие определенную симметрию, MOiyr 
использоваться для поиска аналитических решений. Причем только в этом случае минимизируются 
различные приближения и снижается уровень допущений, в которых они получены.

В настоящей статье рассмотрена тепловая задача для охлаждаемого двумерного металлического 
квадрата. Аналитические решения, полученные для этого случая, сравниваются с результатами 
моделирования, полученными по явной и неявной численным схемам.

Цель данной работы — численное моделирование температуры двумерного охлаждаемого объекта 
на основе аналитической, неявной и явной численных схем.

Для оценки погрешности этих схем при моделировании на первом этапе исследования были 
проведены аналитические вычисления распределения температуры в охлаждаемом квадрате. В качестве 
модели использовали уравнение теплопроводности и систему начальных и граничных условий:

dU(x,y , t )  d'^U(x,y,t) , 'd^V{x,y,t)  
AU = ------ ::--------= a{------- — ;------ + ------------------)

dt dx^ (1)

(2)

(3)
f/U±6=7i.

где fl=^,/(cp) — коэффициент температуропроводности материала; \  — теплопроводность; с -  
теплоемкость; р -  плотность.

В прямоугольнике G = {-a < x < a , —b<y<b) для промежутка времени 0 < г < ц .
Для нахождения решения уравнения (1) обозначим U{x, у, t) =  T^+U^(x, у , f). После этого решение 

задачи (1)-(2), согласно методу Фурье [1], запишем в виде

и.(х, у , Z, t) =  Щх, у , z)T{i). (4)
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После подстановки выражения (4) в (1) получим

и , а Т

где ^ — постоянная;

AU; + Х и ^ = 0  или Г (0  = се'~^' (5)
Если -  собственные функции, а 1/.^ -  собственные значения уравнения (5), то решение задачи 

(1)~(2) принимает вид

Ui ( x , y , t )  = ^ ' ^ r ^ J r ) U ^ ( x ,y ) -  (6)
Л—О т=0

Предположим, что температура в объекте подчиняется закону косинуса и может быть представлена 
в виде произведения двух функций, тогда в качестве выбираются функции:

2а 2Ь
а функция Т, (t) удовлетворяет уравнению

а

где 'кьп^
{2к+\ ) п

2а

\2
+ (2/И +1)71

и
Найдем эту функцию:

Ты
Коэффициенты определяем из начальных условий. Подставляя (4), (6) в (3), получаем

S I “.
к=0 т=0

(2к + 1)ш (2т + 1)щ ^ ^
■ы cos---- -------cos----- ^То-Ту_

2а 2Ь (7)

(2/ + 1)т№ (27 + 1)7I>̂
Умножая (7) на значения cos— —— cos---- -------  после интегрирования по х, у  от [-а ;  а], [-6; 6]

2а 2Ь
соответственно, получаем

следовательно.

abaij =(To-Ti )
4a(-iy^^ 4b(-iy^^
K(2i + l) n( 2 j  + l) ’

16(Го-7])(-1У^‘(-1У^‘
л^(2г + 1)(2у + 1)

Таким образом, для вычисления распределения температуры предлагается следующая аналитическая 
формула:

к~0 т~0

Здесь
(2к + 1)Т1х (2т + 1)ку

2а 2Ь -
f (2к + 1)к) 

2а
'(2 m + J^  

”~2Ь
t+l/

ОС —
зг̂ (2;̂  + 1)(2ш + 1)

Общая формула имеет вид

16(To-Ti)
U ( x , y , 0 = T ,  +- о ~ ' и  V  ■ у  v ~ v

-1)(2т + 1)
(2к + 1)ш (2т + 1)ку - cos-------- —̂ cos

((2<f+l) -+ (2 m + l) - )g - flt 
4дЬ

2а 2Ь
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На втором этапе уравнение теплопроводности вида (1)—(2) было расписано в явной конечно­

разностной аппроксимации [2, 3].

Для построения разностной схемы введем разностную сетку с координатами узлов (х ,̂ у̂ , Г), где 

= рАх О = О, 1, 2, Р; Ах = 2а/Р )\ у, = lAy (I = О, 1, 2, I ;  Ду = 26/Z,); t  =  пх (п = О, 1,

2, fj/т:). Тогда значение функции в узле (х, f )  обозначим через у ” =U( i Ax j Ay , n i )  Тогда решение 

задачи (1)-(2) можно найти с помощью явной схемы:

v ”*"’ -  V " Уг] У ?г^  = (8)

где л .> .,= а -— ~ а --------- --------------.

В качестве краевых условий использовали условия (2):
П+1 _ГГ

Уч 1’ (9)
где i ~ 0  и i ~ P , j  =  Q n j = L ,  и =  - 1 ,  О, I, Л^-1,

где / = 1 ,  2, Р - 1 , у = 1 ,  2, L -1 .
Таким образом, решение разностной схемы (8) находим по временным слоям с помощью явной 

формулы;

y f  =у"+т(Л,:у"+ЛзХ«), « =  о, 1, 2, ( ф - 1 ) .

На третьем этапе была предложена неявная схема уравнения теплопроводности [2, 3]:

v " + ’  _  V  ”

: ^ 2 - ^  = Л,г Г '+ Л 2 Г Г '.

Ум.1 ~ ‘̂ Уц д . где К у,  ЛгУ, - « --------- ------------- .

Краевые условия аналогичны (9).
Для поиска решения использовали схему переменных направлений (продольно-поперечная схема) 

[2, 4]. Наряду с основными значениями функции у(х, у, t), т.е. уу и вводим промежуточное значение

„"^2, которое рассматриваем как значение у  и при  ̂~ ~ ^  Переход от слоя я к слою (л+1)
Уу 2
совершается в два этапа с шагами 0,5т;

2̂

(10)

^ 1 ^  = Л,Г,Г^+Лг>.” ^ (11)

»+— W+’T
Перепишем уравнение (10) в виде [2]: 0,5y^y,_^fj-(l~yOyij   ̂ +0,5хА2у- У

ха

а уравнение (И ) в виде; 0 , 5 у 2 У " ; 1 , = -(у̂ , ^ +0,5x\^y,j 
ха

V ’

ха
где ■Уг - ~ 2
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Уравнения решаем методом прогонки.
По явной и неявной схемам была разработана программа, позво­

ляющая рассчитывать температурное поле в охлаждаемом объекте. 
Геометрия моделируемого поля показана на рис. 1.

На рис. 2 представлено распределение температур в рассматри­
ваемом объекте (охлаждающемся металлическом квадрате) для трех 
моментов времени. Температуры получены с использованием анали­
тической схемы с щагом дискретизации координат 0,1, значение 
температуры рассматривается в центре ячейки. Как видно из 
рисунка, распределение температуры симметрично относительно 
центра квадрата.

{ ^ 1 5  Ц16-230 iZ31-34S

Рис. 1. Геометрия моделируемого 
объекта (>.=0,00007 кал/(кг • град), 
с^0, 14 кал/(кг* град), р=0, 0072х  

х10-^ кг/м^)
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Рис. 2. Распределение температур в объекте на момент времени: а -  т=2 с; б 3;  ̂-  5 с, рассчитанное по неявной схеме (Дх ==
= 0,05, Ау =  0,05, Лт = 0,01)
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Анализ рассчитанных распределений по температуре показал, что значения температур различаются 

между собой для аналитической, явной и неявной схем. Величина расхождения по температурам 
различна. Поэтому для анализа были введены параметры, характеризующие значения разницы между 
температурами, полученными с помощью аналитической и численной схем:

1̂ ~  1̂ аиал ~  я̂.с. 1>
А  ~  1 ^ ан ал  ~  ^ ц .с . 1’

we ^,с ~  соответственно температура, полученная с помощью аналитической, явной и неявной схем.
На рис. 3 показаны двумерные распределения параметра расчета Р, для различных значений шага 

дискретизации по времени Дх. Как видно из рисунка, максимальные значения параметров 
локализованы в центральной части квадрата, при уменьшении шага по времени для явной схемы 
значения параметров уменьшаются. Было установлено также, что при уменьшении шага дискретизации 
по времени (Дт) в центре квадрата образуется область с меньшими значениями P̂ , т.е. с более точными 
значениями температуры, полученной по явной схеме.

0 0 0 0 0 0 0
б

0 0 0 0 0 *' 0 0

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1S 1$ 17 18 19 20
0 0 0 0 0 0. с 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0

Рис. 3. Двумерное распределение параметра сходимости Р, явной схемы при Дх = Ау =  0,1 для различных At (для сходимости
Дх<0,0025): а -  Дт = 0,0025; б  -  0,001; в  ~  0,0001
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Для более достоверного анализа на следующем этапе были введены абсолютные параметры, 
характеризующие отклонения по температурам, рассчитанным по различным схемам, не зависящим от 
величины температуры. В исследовании использовали два параметра сходимости решений (погрешно­
сти) для явной и неявной схем:

Р4 =
^а„ах-7’,.с.(/7’анах100% .
т ~т
^  амаХ ^  п.с. АанаХ 100% .

На рис. 4, а показано значение параметров сходимости решений для явной и неявной схем для 
точки квадрата, находящейся в центре. Как видно из рисунка, увеличение шага по времени повышает 
погрешность расчетов по  температуре, причем явная схема для шага по времени Дт<0,06 приводит к 
существенному различию явной и неявной схем, т.е. отклонение от аналитического решения для явной 
и неявной схем может быть различно в зависимости от дискретности по пространству.

На рис. 4, б показаны значения параметров и для точки квадрата, находящейся вблизи угла. Как 
видно из рисунка, погрешность в расчетах температур изменяется подобно предыдущей зависимости. Точки 
квадрата, выбранные для анализа изменения температур на рис. 2, а~в, 3, а~в, 5, а - в ,  вьщелены рамкой.

Рис. 4. Влияние шага дискретизации по координатам на параметры сходимости Р, и для выделенных точек л, и л.

На рис. 5, а~ в  представлено двумерное распределение погрешности расчета (параметров Р, и Р̂ ) для 
температуры для различных случаев. Как видно из рисунка, максимальные значения параметров 
локализованы по углам квадрата, при уменьшении шага по времени для явной схемы значения 
погрешностей уменьшаются и приближаются к значениям погрешностей, полученных с помощью неявной 
схемы, на сходимость которой шаг по времени практически не влияет. Так, максимальные значения 
параметров сходимости решений представлены на рис. 5, а -  56,75, на рис. 5, б -  55,01, на рис. 5, в -  54,94.



I 2 (42). 2007 - - "..■ ■ ' '■ '
4-iJSO 51-60

2 0
3 0 34 50 29 50 26 62 г4 75
4 0 29 50 24.12 21 01 19,00
5 0 J917 26 62 21 01 17 78 15.69
6 0 37 62 24 75 19 00 15 G9 13.54
7 0 36 57 23 47 17.63 14 26 12.07
8 0 35,85 22 62 1671 13 30 11.09
9 0 22 08 16 !3 12 70 10.47
10 0 35.20 2182 15 85 12 41 10.17
11 0 21 82 15 85 12 40 10.17
12 0 35 41 22 08 16.13 12.70 10.47
13 0 35 85 22 62 1671 13 30 11,09
14 0 36 57 23 47 17 63 14,26 12.07
15 0 37 62 24.75 19.00 15 69 13.54
16 0 39,17 2S б; 2102 17 73 15.69
17 29 51 24 12 21 02 19.00
18 0 1 Я Д 34 51 29 51 26 62 24 75

О
a

7 8 9 10
0 0 0 0

36 67 35 85 3541 35 20
23 47 22.62 22 08 21 82
17 63 16 71 16 13 15 85
14.26 13.30 12.70 12.41
12,07 11.09 10.47 10.17
10.59
9.58
8.96
8.65
8.65
8.96
9.58
10.59

9.58
8.57
7.93
7.63
7.63
7.93
8.57
9.58

8.96
7.93
7.29
6.99
6.99
7.29
7.93
8.96

8.65
7.63
6.99

"aesl
6.68
6.99
7.63
8.65

12 13 14 15
0 0 0 0

1541 35 85 36 5 7 3762
22 08 22 62 23 47 24 75
16,13 16.71 17.63 19.00;
12.70 13.30 14.26 15.69
10.47 11,09 12.07 13.54

10.59 12.07
9.58 11.09

12.07 11.09 10.47 1 0.17
14.26 13.30 12.70 12.41
17.63 16.71 16.13 15.85
2348 22 62 2208 21 83

л-зм  Л . : :  i - , .0

14,26 15.69
16.13 16.71 17.63 19.01
22 08 22 62 23 48 24 75
3542 3586 3658 3763

20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
б

0 0 0 0 0 6 0 Q 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16 16 17 18 19 20
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Е Е Я г Л л Ж Й Ж З  39.10 37.54 36.49 35,78 35.34 35 12 3512 35 34 Э5 78 36 49 37.54 39 10 
^ 7 ^  3442 2941 26 52 24.65 23.38 22 53 2199 21.73 2173 2199 22 53 23 38 246Ь 26 52 29 41 34.42|

4 0 - / - Л  2941 2402 2091 18.90 17,53 16.61 16.03 15,76 15.76 16,03 16.61 17.53 18.90 20.91 24 02|2 9 .4 l l  . -
5 0 39 lb ' 2052 2091 1768 15.58 14.16 13.20 12.60 12.31 12,31 12.60 13,20 14,16 15,58 17,68 2091 26 52 3910 0
6 0 3754 2465 1890 15 58 13.44 11.98 10.99 10.37 10.08 10.08 10.37 10.99 11,98 13.44 15.58 18.90 24 65 37 54 0
7 0 36.45 23 38 17.53 14 16 11,98 10.49 9.49 8,86 8.56 8.56 8,86 9.49 10.49 11.98 14.16 17.53 23 38 36 49 0
8 0 35 78 Г2 53 16 61 13 20 10,99 9.49 8.48 7.84 7.54 7.54 7.84 8.48 9,49 10.99 13.20 16.61 22 53 35 78 0
9 0 35 34 21 99 16 03 12 60 10.37 8.86 7.84 7.21 6.90 6.90 7,21 7.84 8,86 10.37 12,60 16.03 21 99 35 34 0
10 0 35.12; 21 73 15.76 12 31 10.08 8.56 7.54 6.90 1 6.59 1 6.59 6.90 7.54 8,56 10.08 12,31 15.76 21 73 35 12 0
11 0 3512 2! 73 15 76 12 31 10.08 8.56 7.54 6,90 6.59 6.59 6,90 7.54 8.56 10.08 12,31 15.76 21,73 35 12 0
12 0 35 34 2199 16 03 12 60 10,37 8.86 7.84 7.21 6.90 6.90 7.21 7,84 8.86 10,37 12,60 16.03 21 99 35 34 0
13 0 35 78 22 53 16 61 13 20 10.99 9.49 8.48 7.84 7.54 7.54 7.84 8.48 9.49 10.99 13,20 16.61 22 53 35 78 0
14 0 36 49 23 38 17 53 14 16 11.98 10.49 9.49 8.86 8.56 8.56 8.86 9.49 10.49 11.98 14,16 17,53 :3  38 36 49 0
15 0 37.54 24 65 18 90 15 53 13.44 11.98 10.99 10.37 10.08 10.08 10.37 10.99 11,98 13.44 15.58 18,90 24 65 37 54 0
16 0 3910 26 52 20 91 17 68 15.58 14.16 13.20 12.60 12.31 12.31 12.60 13.20 14.16 15.58 17.68 20 91 26 52 39 10 0
17 0 29 41 

34 42
24 02 20 91 18 90 17.53 16 61 16 03 15 76 15.76 16.03 16 61 17 53 18.90 20 91 24 02 29 41 4149 0

18 0 29 41 26 52 24 65 23 ЗР 22 S3 21 99 21 73 21 73 21 99 22 53 23 38 24 65 26 52 29 41 4S.64 0
19 0 54.94 45,64 41 49 39.10 37.54 36.49 35.78 35 34 3512 35 12 35.34 35 78 36.49 37 S4 39.10 54 94 0
20 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0 б 0 0 0 0 0 0 0 0

Рис. 5, Двумерное распределение параметров сходимости Р, и Р, по температурам аналитического и численного решений для 
явной схемы (Лх = Ли =  ОД, Дт =  0,0025, для сходимости Дх < 0,0025) (а); явной схемы (Лх = Лу -  0,1, Дт =  0,0001, для 

сходимости Дх<0,0025) (б); неявной схемы (Лх = Лу ~  0,1, Дх =  0,001) (в)

В табл. 1, 2 приведены параметры и результаты решения численных схем, используемых при 
вычислениях с помощью явной и неявной схем. Параметр сходимости для явной схемы вычисляли

Ах
по формуле
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Т а б л и ц а  1. Параметры и результаты моделирования для рассматриваемых вычислительных

экспериментов с помощью явной схемы

0,1 0,1 0,1 0,1 0,05 0 ,05 0 ,05 0,01 0,01 0,01 0 ,005
0,1 0,1 0,1 0,1 0 ,05 0 ,05 0 ,05 0,01 0,01 0,01 0 ,005

0,01 0 ,0 0 2 5 0,001 0,0001 0 ,0 0 0 6 2 5 0,0001 0,00001 0 ,0 0 0 0 2 5 0,00001 0 ,0 0 0 0 0 5 0 ,0 0 0 0 0 6 3
^тах 127,89 79,01 72 ,7 8 70 ,06 45,49 36 ,07 35 ,05 21,02 11,78 8,98 18,47

р т а к 62,3 56,75 55 ,6 6 55,01 57,11 55 ,69 55 ,45 57,1591 5 6 ,20 5 5 ,8 7 7 4 57 ,142

Т а б л и ц а  2. Параметры и результаты моделирования для рассматриваемых вычислительных
экспериментов с помощью неявной схемы

X 0,1 0 ,05 0,01 0 ,005

у 0,1 0,05 0,01 0 ,0 0 5
0,001 0,001 0,0001 0,001

р т а х 6 9 ,76 3 4 ,9 6 7 ,00 3 ,50

пшах
^ 4 5 4 ,94 55 ,42 55 ,5577 55 ,5586

Таким образом, наиболее точные решения тепловой задачи дает неявная численная схема, 
обеспечивающая наименьшую погрешность в расчетах по температуре, о чем свидетельствует близость 
моделируемых температур, полученных по аналитической и численной схемам расчета.

Выводы
1. Показано, что при решении тепловых задач наиболее близки к значенрмм температур, 

полученным по аналитической схеме, значения температур, полученные по неявной схеме.
2. При уменьшении шага дискретизации по времени значения температур, полученные с помощью 

явной схемы, приближаются к значениям температур, полученным с помощью неявной схемы.
3. Установлено, что максимальные погрешности параметров расчета в тепловой задаче по 

различным численным схемам локализованы по углам квадрата.
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