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With using o f  the m ethod o f  equivalent sources there 
is received fo r  the firs t tim e the solution o f  the problem  
o f  heat conduction an d  therm oelasticity a t heating o f  
prism atic slugs in the regime o f  countercurrent convective 
heat exchange.
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ТЕПЛОВОЙ и ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ 
НАГРЕВА МАССИВНЫХ СЛИТКОВ И ЗАГОТОВОК 
в ПРОТИВОТОЧНОМ РЕЖИМЕ

Введение
Проблема повышения качества проката во многом зависит от наличия трещин в слитках и 

заготовок, поступающих из нагревательных устройств в прокатный стан. Нарушение сплошности 
металла из-за возникающих термических напряжений может быть одной из причин (возможно, 
определяющей) наряду с другими факторами, такими, например, как дефекты литейного происхож­
дения. В этом случае возникает необходимость количественной оценки главных компонент вектора 
термических напряжений и нахождения их взаимосвязи с характеристиками теплового состояния печи 
-  температурой печи, тепловых потоков от греющей среды к слиткам и заготовкам, изменения во 
времени температуры поверхности металла и других показателей [I].

В общем случае решение задач подобного рода сопряжено с существенными сложностями и требует, 
в первую очередь, учета особенностей внешнего теплообмена в рабочем пространстве печи, т. е. 
адекватной постановки и решения задачи теплопроводности.

В последнее время в металлургической промышленности широкое распространение получили 
методические печи с шагающими балками и шагающим подом, в которых нагреваемые слитки и 
заготовки располагаются с зазором. При моделировании процессов нагрева металла в таких печах 
возникает необходимость решения противоточной краевой задачи, что позволяет повысить точность 
полученных результатов [2, 3].

В продолжение ранее выполненных исследований [1-4] ниже получено решение задачи теплопро­
водности и термоупругости при нагреве призматических заготовок в режиме противотока, базирую­
щихся на основе метода эквивалентных источников.

Постановка тепловой задачи
Для исследования термонапряженного состояния заготовок при нагреве необходимо задание ее 

температурного поля. Будем рассматривать заготовку как неограниченную квадратную призму 
2 Н х 2 Н , при этом в качестве нагрузочной функции используем решение противоточной краевой 
задачи теплопроводности [3]

aąf Эт ’ 9o - 0, (1)

^  = Bi(T)[0,(r)-0(ą„ą„T)j =0 (2)

=̂Bi(T)[0,(x)-0;(T)b, 0;(t)=|0„,(ą̂ ,T)4y ,OT 0 (3)
где введены следующие безразмерные величины:
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Здесь W^=V^c^ и W = Vc ~  водяные числа метала и газа ( V  -  объем; с -  теплоемкость); X, а, a(t) 
— соответственно коэффициенты теплопроводности, температуропроводности и теплоотдачи; 
0(^,,42,'Го) = ®" = ®о = 0 , 0Дто) = 0,. =1 ~  температура металла на входе и температура газа на выходе. 

Решение задачи (1)-(3) имеет вид [3]

0(^„^з,т) = 0Дт)- Л(^) 2+ві(т)
Ві(т) 2

(2+Bi(T)Xch(|i(T)ą,)+ ch(p(T)^,)]  ̂ Bi(T)[ąfch(n(T)^3)+ ^^сЬ(р(т)4,)] 
Z(T) Z(T)

(4)

где

Z(T) = 2[ві(т)сЬ(р(т))+ M,(T)sh(p('c))]; Л  ( )̂ = Л {^o )exp - Ĵ
0

}dr\
Л/(п)+1-‘Р(п)

Л/(л)
-dr\

f i  (̂ 0 ) ~
2Ві(то Хві(тр )сЬ(р(то))+ p (iq >Ь(р(тр))]

(2 + Ві(то )Хві(і:о >Ь(р(то))+ ц(то >h(p(i:o) ) -  Ві(хо)] ’

Ві(-с)̂ ^̂ Г(б+ВІ(т)) p(T)ch(p(x))(5+3Bi(T))+ 6sh(p(x))
2 [ ЗВІ(х) 6ц(х)[ВІ(х)сй(р(х))+ p(x)sh(p(x))] J ’

_________ (б + 2ВІ(х)>Ь(ц(х))
ц^(х) 6p(x)[Bi(x)ch(p(x))+p(x)sh(|.i(x))]’

; =1+|/2('n)P(nVn.р  + Ві(х) '

Постановка задачи термоупругости
Как известно [5], задача термоупругости при плоском деформированном состоянии сводится к 

решению уравнений

v)(l- v)ar(x,у,X),

22V72... . 2 9 ^ ^  . д̂ Ч>V^V"'P = - + z ^  = о )

(5)

(6)Эх"* дхду ду

после чего температурные напряжения будут определяться через термоупругий потенциал Ф и 
функцию Эри Ч' следуюшим образом;

<т, =
Э^(2СФ-'Р) Э^(2СФ-'Р) _Э^(2(?Ф-‘Р)

0„ --------- > '’■хх -  ■Эх' ЭхЭу
(7)

сг, =
. яя . яя

^JJr(x,y,x)A :rfy-r(x,y,x) - v  ^ JJv 'W x^/y -V 'F (8)
0 0 J L о о

При этом термоупругие напряжения должны удовлетворять однородным граничным условиям

=0; а,(х,у,х)|^^^^ =0 ,

Сведем поставленную задачу к безразмерному виду, проведя следующие замены;

(9)

а  = — , а:,
а:. "

(Х-рЕ^Т  ̂ Гр ^

1-V , <Р(^,Л2Л) = ^ % И ,
а:.

xK(ą„ą„x) = ^ % ^ '-’- -̂ , а:,, = я % ,  АГф = - ^ ^ я Х .
я,

( 10)



------------------------ 9. an
Тогда выражения (5)-(8) приобретают вид

э у  э у  э у  _= 0 ,

/1(7
(11а)

(116)

—  Э ' у - ф ) ^ Э^(\|/-Ф ) ( 12)

о ,  = - V  | | у У ( ^ , 4 „ т ) й ( ^ Д , - У У ( ^ , Д „ х )
0 0 J L0 о

(13)

а , = Э^(Х|7-ф)

ą,=±i

— ^ Э"(у-Ф)

І2=±І
— ^ ЭЧ¥-Ф)
^ aą.aą,

ЭЧу-ф)
ą,=±i Э̂ аЭ̂ , 5г=±і

(14)

Решение задачи
Будем искать решение уравнения Пуассона (Па) в виде полинома парных степеней и ^ 2 -

I)

ф (р,,Р2,т) =  a[ch(p(T)^2)^i^ +ch(p(x)^i)^2^ J+*lpb(p(t)^2)^i'' +ch(M.(T)^,)^2‘‘J-*
(15)

После подстановки функций (4), (15) в уравнение (Па) и приравнивания коэффициентов при 
одинаковых степенях находим

’ * = -^^(2Ві(^)+Ц '(^)(2 + ВІ(х))).

е = М Е )_ іі(!І (2  + ві(т)), c = ̂ ^ ^ ; d  = 0;t = 0.
4 8Ві(т)  ̂  ̂ 48

(16)

Далее для решения бигармонического уравнения (116) с учетом равноправности главных 
направлений и представим искомую функцию \|/(4i,^2>̂ ) ^ ®йде полинома:

¥ (^^ 2 .^ ) = /fe .‘ +^20+«^2Ч.'‘ +Я4.Ч 2'  +^(ą/ + ^ 2 ^ + 4 '  • (17)

Подставляя (17) в (116), а также (15) с учетом (16) в любое из условий (14) и приравнивая 
коэффициенты при степенях , приходим к системе уравнений

360/+48^ = 0; 8^ = -^ц (т)(2В І(т)+ ц ^(т)(2  + ВІ(т))>А(р(т)), 
12Z(T)

(2ВІ(х)+ц^(х)(2+ВІ(т))),12А + 5 = 0; 12g+12A = Л (^ )  Л('^)

2 g + 2 k  + 2s = ^ ^ - f 2 (х)(2+ Ві(х)|

4Z(x)
c f 4 ^ 1
2Z(x) 4Bi(x)

(18)
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Решая систему (18), получаем

/  =
/ ;  (т)ц(т)(2Ві(т) 4- (т)(2+ Ві(т))^Ь(ц(т))

h =

s = ~ -

n O Z (z )

/,(т )2б[зЬ(ц(т))ВІ(т)(і+^і^(т)/2)+ц^(т)5Ь(ц(т))]  ̂ Л(т)24сЬ(ц(т)Х2+ВІ(т))  ̂
96Z(t) 96Z(T)

 ̂ /,(T)24[z(T)/2-fi^(T)(2 + Bi(T))-2Bi(T)-Z(T)/Bi(T)]  ̂ Л(т)246,
96Z(x) 96

/2 ('с)ц(х)(2Ві(т)+ (t)(2 + Bi(T))^h(^(T))
^ 96Z(T)
, _ /2 (T)Li(T)sh(n(T))(2Bi(T) + 2ii^(X)+ V i\x)B i(x))+  Z(t) -  2Bi(x)(2+ (x))]

96Z(x)
Л  (х)(ц(х)8Ь(ц(х))- i j l B i i x ) + |x^x)(2 + Bi(x)))

8Z(x)

Далее используя условия (12), (13), получаем функции напряжений

+^(2^ /  +12^i^^2^)+(fc-e)2+12^2^(A-c)+2s^/ -

-  a \i^  (x)ch(p(x)̂ 2 )ą,' + 2ch(p(x)ą, )]-б |ц ' (x)ch(p(x)̂ 2 )^ ,Ч  12ch(p(x)^, )J,

= ЗОУ̂ ," +^•(2^2'' +12^/^20"'‘(^“ ^)2+^2^,^(/i - c)+25^2^ “

-  (x)ch(p(x)̂ , + 2ch(|J,(x)̂ 2 )J“ ^k  (x)ch(|Li(x)̂ , + 12ch(p(x)̂ 2 )J.

= 6g ą ,ą / + 6g^2̂ ,' + 44,^2 -a [2p(x)sh(p(x)^2)^ , '+ 2p(x)^2sh(p(x))]-

- fe[4p(x)sh(p(x)̂ 2 + 4M.(T)sh(p(x)̂ , )̂ 2^

-V j jv V (ą „ ^ 2 , 'c )4 ^ 2 -v V (^ „ ^ :,T )
.0 0 J Lo о

^ A ( i ) f i _ i ! ± i / _ ^ ± ^ U ( . ^ ^ ) H c h k T U b2 |3 2 Z(x) I VHV Si//

—  _ Э^(\|/-Ф)
Э̂ ,Э̂ 2

Ві(х)
Z(x)

^,'ch(p(x^2))+^2'c h ( p ( x ^ ,) ) - ^ ^ ^ ^  | - v | / ^2 ,6  ^6
-^2 + g A - ą , V - ^ . V

1 2c 2

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Следует отметить, что нормальные напряжения (20), (21) точно удовлетворяют граничным 
условиям (9), а касательные напряжения (22) -  смягчающим (интегральным) условиям в смысле 
Сен-Венана — Лейбейзона [6].

Апробация результатов
Приведенные формулы были использованы на конкретном примере расчета процесса нагрева 

конвективным потоком длинной призмы квадратного сечения в противоточном режиме. Исходные 
данные для расчета: температура газа на входе Г' =1000 К, начальная температура призмы 7’д=300 К; 
Я, =Я2=0,2 м , л = 1, fV = 0 ,5 , коэффициент теплопроводности X = 60 Вт/(м К), коэффициент 
теплоотдачи а  = 250 Вт/(м^ К), коэффициент температуропроводности а = 0,025 мУч, коэффициент 
Пуассона v = 0,3, коэффициент теплового расширения Uj. = 21(У^ 1/К, модуль упругости £  = 2,310" Па. 
Результаты расчетов приведены на рис. 1—5, из которых видно, что качественное распределение 
термических напряжений соответствует общепринятым положениям теории термоупругости.
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Рис. 1. Максимальные напряжения а

Рис. 3. Напряжения а в центральном сечении призмы
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Рис. 2. Максимальные напряжения

Р2

Рис. 5. Распределение осевых напряжений в объеме призмы

Рис. 4. Нейтральная линия сечения («кольцо напряжений»)

Максимальные растягивающие напряжения (в 
момент теплового удара) наблюдаются в центре 
заготовки (рис. 1, 2). Анализ распределения осевых 
напряжений (рис. 3) показывает, что на повер­
хности призмы наблюдаются сжимающие напря­
жения, в центральной области — растягивающие 
напряжения, причем по абсолютной величине 
растягивающие напряжения превышают сжимаю­
щие. На рис. 4 показано изменение осевых напря­
жений по объему прямоугольной призмы. Из 
рисунка видно, что сжимающие напряжения по 
поверхности заготовки распределены неравномер­
но: в углах заготовки по своему максимальному 
значению они превышают напряжения, возника­
ющие посередине граней.

Выводы
Впервые получено решение задачи теплопро­

водности и термоупругости при нагреве призма-
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тических заготовок в режиме противоточного 
теплообмена. Апробация расчетных формул для 
определения полей температур и термических 
напряжений показала, что качественное распреде­
ление термических напряжений соответствует об­
щепринятым положениям теории термоупругости. 
Разработанная методика может быть использована 
для тепловых и термомеханических расчетов при 
нагреве призматических слитков и заготовок в 
печах современной конструкции (с шагающими 
балками и шагающим подом).
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