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At using of method of equivalent sources there is 
received the decision for heating of prismatic ingot by ray. 
The comparison with the results of numerical solution of 
the problem and the existing exact methods has shown the 
satisfactory convergence of qualities.
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Объекты призматической формы, участвую
щие в тепловых процессах, находят довольно 
широкое распространение в технике, и прежде 
всего в металлургии (крупные блюминговые или 
слябовые слитки металла при нагреве или охлаж
дении, ножи горячей резки металла, колосники 
некоторых печей). В связи с этим разработка 
методик расчета их температурного состояния 
является актуальным вопросом.

В случае термомассивного тела его температур
ное поле определяется решением соответствующей 
краевой задачи теплопроводности. И если эта 
задача линейная, то ее точное решение получается 
известными методами математической физики. 
Если математическая модель содержит те или 
иные нелинейности (функциональная зависимость 
коэффициентов теплопереноса, нелинейность ус
ловий теплообмена с окружающей средой), то 
необходимые результаты могут быть получены с 
помощью лишь приближенных (численных, ана
логовых или аналитических) методов.

Исследование процессов высокотемпературно
го нагрева крупных призматических слитков, 
нагреваемых лучистым потоком, встречает извес
тные математические трудности. Такие задачи в 
научных исследованиях чаще всего решаются 
численно и заканчиваются в лучшем случае на
бором графиков или таблиц, практическое ис
пользование которых ограничено диапазоном ва
рьирования исходных параметров. И если такая 
форма решения может быть более-менее удовлет
ворительной при расчетах температурного состоя
ния призмы, то для исследования ее термонапря
женного состояния она практически неприемлема 
из-за дискретности задания температурного поля.

Несмотря на развитие численных методов ре
шения нелинейных задач теплопроводности, при
ближенные аналитические методы [1—3], особенно 
для решения многомерных задач, по-прежнему 
имеют большую практическую значимость. Среди 
немногочисленных решений многомерных задач

нагрева наиболее известны методы Иванова- 
Видина [7, 8], основная суть которых состоит в 
линеаризации граничных условий, соответствую
щих закону Стефана—Больцмана. После таких 
преобразований и еще некоторых упрощений ре
шение линеаризованной задачи осуществляется 
точными методами. Но эти «точные» решения 
довольно сложны и громоздки для эффективного 
их использования даже при расчетах температур
ного поля призмы. Для исследования же термо
напряженного состояния они в принципе непри
годны, так как не дают в явном виде координат
ную зависимость температурного поля.

В этом плане очевидную практическую цен
ность приобретают те аналитические методы, 
которые позволяют напрямую получить достаточ
но простые решения приемлемой инженерной
точности. К таким методам относится, например, 
метод эквивалентных источников (МЭИ) [4],
хорошо зарекомендовавший себя для решения 
линейных и нелинейных краевых задач теплопро
водности [6, 9, 10], в том числе и многомерных 
(например, [И]).

Рассмотрим следующую двумерную (2Я, х 
2Н^ нелинейную краевую задачу теплопроводно
сти неограниченной призмы:

э '0 , 2Э'е эе «0(o,42,O)=0o=const, (1)
aą

где введены безразмерные величины

ą,. = | - ;
Т. Н. Н,

T = a t l H f ;  S k i = a X H , / X  ( / = 1 ,2 ) .  

Допустим, что известен тепловой поток 
в центральных точках боковых поверхностей при
змы (например, из экспериментальных данных). В



-а. 2002 i
таком случае в (1), (2) нелинейное граничное 
условие III рода (2) можно заменить граничным 
условием II рода

где

(6)
где введены «эквивалентные источники»

1

/ 2  (^ 2  > “  ^ 2  J э^е
aą, (8)

Интегрируя уравнение (6) дважды по и 
используя граничные условия (4), находим

/2 ^ 2 .'')= / іМ -К:і(4 і -М 'с)^2і ’ (9)

01 fep^2>"t) = ^ :(^2.■')+ /2 ■ (10)
Подставляя выражения (9), (10) в интеграль

ное условие (8), приходим к дифференциальному 
уравнению, решая которое при условиях одно
значности, соответствующих граничному условию 
(4), получаем

дВ, I Э В І I
(И )

в конечном итоге имеем

0,fe,ą„T)=0„(x)+

• ^ | [ 1 -  ТГ?Й2+[1-Р(^)^2]^?+ Т 7Т ^2і’2 г   ̂ ^^2 2̂

у;(т)=(і+л^)Кі(х)[і+р(х>з]. (13)
Анализ функции (12) показывает, что она не 

адекватно описывает изменение температурного 
поля вдоль координатных осей Ô j и Напри
мер, определение температуры в средних точках 
A/,(ą, = 1, ą, = 0) и A/,(ą, = о, = D граней 
квадратной ( / : = ! )  призмы по решению (12) 
дает различные результаты

9„,(т)=0„(т)+-!^|^^, 0^^(т)=0„(т) + - ^ [ 1 - ^ ] .  (14)

тогда как они должны быть одинаковы.
Для устранения этого противоречия и одно-

теперь за главное направление ось 0̂  ̂  ̂ соответ
ствующим разрешающим уравнением МЭИ в 
виде

00— |^^.,=Ki,.(T)[l-/2(t)ą^], (yV/=l,2), _|^^^„=0,(4) ,2 0^02
+  / 2 ( ^ | , 'C )  =  / l 'C ) , (15)

где

(5)

Таким образом, исследование температурного 
состояния призмы в условиях нагрева излучением 
будем строить на решении вспомогательной зада
чи (1), (4).

В соответствии с основной идеей МЭИ при
мем разрешающее уравнение в виде

Э'0,

(16)

Повторив аналогичные предыдущим матема
тические выкладки, получим решение

02(4и^2.^)=0ц(т^)+
КІ(Т)Г, ер{Х)^,г (17)

которое также «страдает» координатным несогла
сованием, подобным (14).

Поэтому за окончательное примем решение в 
виде среднеарифметической функции выражений 
(12) и (17):

0(^,42.x)=[0,fe„^2.'^)+02fe,42.t)]/2 =

= 0 u W + - |^ {  l -^ ^ A :^ lc f+ [ l-

6k

(18)

Оставшуюся неизвестную функцию 0^(i) тем
пературного центра определяем интегральным 
условием (7), в которое подставляем выражения 
Ą{x) из (13) и 0(^,, ^2  ̂ т) из (18). С учетом 
начального условия 0(0, 0, 0) = 0^(0) = 0̂  ̂
находим

0«W =0o+(l + ̂ ')jK i(x)
о

7(1+ Л̂ )

РІА) К і(х)-К і(0)^

1 +  -
20А:̂

КІ(х)/2(х)-КІ(0)р(0)
18 (19)

Таким образом, вспомогательная задача (1), 
(4) получила окончательное решение (18), (19). 
Используем это решение для исследования тем
пературного состояния призмы при лучистом 
нагреве. В работах [4, 6, 10] приведено высокоточ
ное решение нелинейной задачи теплопроводнос
ти неограниченной пластины в условиях теплово
го излучения, согласно которому температура
поверхности 0_̂ (х) определяется выражением:

Sk.[ф(0.,)-ф(0:)]+у[(р(0„)-ф(0«)]=8к X, (20)

где

Ф(0п) = 2 0„('f)+arctg0„ (X)]; (21)

Й П 0 \У 1 Р 1 4 И Г »  n r » R i v l T T f < = » l J M a  r » f » T I f / a i J T ^ C I  ГТТЛТЖ ХіГ/іікж
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cp(ej= -in[i-e:(T )]. (22)
Здесь, как и в решении (18), (19), отсчет 

времени т ведется с момента окончания инерци
онного этапа прогрева. При этом соответствующая 
этому моменту температурная функция поверхно
сти 0® детерминируется алгебраическим уравне
нием [4]:

+а,0„^=ао, а, =2/Sk, flo=l + fl,0o (23)

с известным решением

^1= ф а^Ь -Ь ^ -Ь)П, Ь = 4 ^

% Ą ± 4 5 , d = 4а„ Y ( ̂ 2 Vй\+
у тк у

(24)

Полагая, что температуры центральных точек 
поверхностей (граней) призмы (ввиду осевой 
симметрии) изменяются во времени по закону, 
близкому к трансцендентному уравнению (20), а 
по периметру — в соответствии с граничным 
условием (2), можем принять

Кі(г) = 8А:[і-0„Чх)]. (25)
Относительно нестационарного параметра р(х), 

характеризующего в соответствии с принятым 
условием (4) неоднородность теплового потока 
по периметру слитка, нужно учитывать следую
щее. Во-первых, на ребрах призмы ( ,̂ ~ ~
где температура максимальная, тепловой поток 
должен быть меньщим, чем на средние грани. Во- 
вторых, в начале (т = 0) и в конце (т -> «=) 
нагрева температурное поле однородное. Следова
тельно, < 1, р(0) = р(оо) = 0.

Напомним, что входящие в функцию (10) 
значения р(0) и Sk(0) относятся к концу началь
ного этапа прогрева. Их можно определить, на
пример, полагая к = 1, т = 0, ^, = 1, = 0
из рещения (18):

ё п = е о + ^ [1 -М О )/1 2 ] ,

откуда находим

;̂(0)=12

или с учетом (25)

КІ(О)-2(е„"-0о)
Кі(0)

/>(0)= 12[1- 2 - 0,?-0п
г]-Sk(l-0«)^-

Таким образом, получено рещение, полнос
тью определяющее температурное поле призмы. 
Проведенные на численном примере расчеты (рис. 
1, 2) по предложенному рещению и численному 
интегрированию [1] дали расхождение в пределах 
3-5 %.

Итак, путем приближенного аналитического 
рещения поставленной краевой задачи теплопро-
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Рис. 1. Температура центра боковых поверхностей кн..дратной 
призмы в зависимости от времени: 1 — МЭИ; 2 -  метод 

Иванова-Видина; 3 -  численный метод
бц

Рис. 2. Температура центра квадратной призмы в заиисимос- 
ти от времени: 1 — численный метод; 2 — метод Иванова- 

Видина; 3 — МЭИ

ВОДНОСТИ с нелинейным граничным условием при 
помощи МЭИ получена функция, определяющая 
в явном виде координатную зависимость темпе
ратурного поля призмы. Это дает возможность 
использовать известные методы плоской задачи 
термомеханики для исследования термонапряжен
ного состояния соответствующих объектов при
зматической формы.
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