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О ДВИЖЕНИИ СФЕРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ В РАСПЛАВЕ
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Газовые включения в затвердевающих расплавах существенно влияют на качество литого материала. В жидких 
металлах всегда есть растворенные газы, которые в результате диффузии и химических реакций способствуют обра‑
зованию новых и росту ранее появившихся включений. Решена математическая задача динамического поведения сфери‑
ческой полости, описываемая уравнением Навье‑ Стокса, а расплав рассматривается как вязкая несжимаемая жид‑
кость. Получено выражение изменения радиуса сферической полости при ньютоновском поведении расплавов.
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Gas inclusions significantly influence the quality of solidifying melts. Dissolved gases in liquid metals, due to diffusion and 
chemical reactions, contribute to the formation and growth of new inclusions. The mathematical problem of the dynamic behavior 
of a spherical cavity is solved using the Navier‑ Stokes equation, treating the melt as a viscous incompressible fluid. An expression 
for the change in radius of a spherical cavity under Newtonian behavior of the melts is obtained.
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Газовые включения в  затвердевающих расплавах существенно влияют на качество литого матери‑
ала [1–3]. Перегрев расплава и пульсация давления отдачи из‑за наличия пичковой структуры импуль‑
са излучения интенсифицируют рост газовых полостей и ведут к выбросу капель расплава в моменты 
времени, следующие непосредственно за резким падением удельной мощности излучения для режима 
свободной генерации [4, 5].

Поскольку газовые включения в расплавах имеют малые размеры, то можно считать, что они пред‑
ставляют собой газовые полости сферической формы. В реальных условиях скорость движения  0U  га‑
зовой полости радиуса  0R  в расплаве с кинематической вязкостью мала и, следовательно, число Рей‑
нольдса  0 02Re 1R U

=
ν

 . Поэтому форма газовых полостей в процессе их движения будет оставаться 
сферической [6].

Исследуем динамическое поведение сферической полости с начальным радиусом  0R  и плотностью 
0ρ ,  находящейся в момент времени  0t =   в центре капли расплава плотности  kρ ,  и коэффициентами 

вязкости η  и  ξ  и имеющей форму сферы радиуса  kR . Будем считать, что в точках сферической поверх‑
ности расплава действует давление:
  0 0( ) ( ), 0 , (0) 1, ( ) 0k kp t q t t t q q t= ρ ≤ ≤ = = .   (1)

Никаких других сил к расплаву не приложено (полем силы тяжести будем пренебрегать).
Далее учтем, что изменение коэффициентов вязкости η  и  ξ  вдоль расплава незначительно и, следо‑

вательно, их можно считать постоянными. Кроме того, примем во внимание,  температура расплава T 
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больше  температуры  кристаллизации Tкр.  Тем  самым расплав можно  рассматривать  как  вязкую жид‑
кость, движение которой описывается уравнением Навье‑ Стокса [6]:

  ( ) ( ) ( ( ))
3

grad grad div
U U U p U U
t

 ∂ η ρ + ∇ = − + η∆ + ξ +   ∂   



   

,   (2)

где U


 –   вектор скорости частиц расплава; p –   давление; Δ –   оператор Гамильтона;  2∆ ≡ ∇  –   оператор 
Лапласа.

Наконец учтем, плотность ρ расплава можно считать постоянной величиной. Следовательно, расплав 
можно  рассматривать  как  вязкую  несжимаемую  жидкость,  для  которой  уравнение  непрерывности 

( ) 0div U
t

∂ρ
+ ρ =

∂



 принимает вид:
  ( ) 0,div constU = ρ =



.   (3)
Таким  образом,  считая  расплав  несжимаемой  жидкостью,  уравнение  движения  (2)  существенно 

упрощается:

  1( ) ( )grad
U U U p U
t

∂
+ ∇ = − + η∆

∂ ρ



  

,   (4)

где  η
ν =

ρ
 –  кинематическая вязкость расплава.

Так как движение частиц сферической полости и капли расплава будет центрально‑ симметрическим 
относительно общего центра, то выберем сферическую систему координат  ( , , )r θ ϕ , связанную с этим 
общим центром. Тогда в выбранной системе координат для частиц капли расплава, удаленных на рассто‑
яние r от центра, радиальную скорость которых обозначим через  0rU U≡ > , а давление –  через p, урав‑
нение движения (4) и уравнение непрерывности (3) запишем в виде

  2
2 2

1 1 2U U U UU r
t r r r rr r

 ∂ ∂ ∂ρ ∂ ∂ + = − + ν −  ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂  
,  (5)

  ( )2
2

1 0r U
rr

∂
=

∂
.   (6)

Из условия несжимаемости (6) следует
  2 ( )r U F t= .   (7)

Поскольку  в  любой момент  рассматриваемого  неустановившегося  движения  объем протекающего 
расплава через сферу любого радиуса r не зависит от последнего, то он является некоторой функцией 
времени, так как движение неустановившееся.

Используя соотношение (7), уравнение (5) преобразуем к виду

  ( ) 1F t UU
R r r
′ ∂ ∂ρ

− + = −
∂ ρ ∂

.   (8)

Проинтегрировав уравнение (8) по r в пределах от  kR  до радиуса  ( )R R t=  расширяющейся сфери‑
ческой полости ( 0 ( ) kR R R t R≤ = ≤ ), получим

  2( ) ( ) 1 1 1( ) ( )
2 k

k

F t F t V P t p t
R R
′ ′

− + + = − +
ρ ρ

,   (9)

где  ( , ) dRV U R t
dt

≡ =  и  ( ) ( , )P t p R t≡  –  скорость и давление частиц расплава на поверхности расширяю‑

щейся  сферической полости,  а  скорость  частиц  капли  расплава  на  его  поверхности  ( , )kU R t   равна  0, 
а давление  ( , ) ( )k kp R t p t= .

Принимая во внимание, что для частиц расплава, находящихся на поверхности расширяющейся сфе‑
рической полости  ( )r R t= , справедливо соотношение (7), т. е.  2 ( )R V F t′= , то уравнение (9) преобразу‑
ется к виду

  ( )
22

2
3 4 11 1 ( ) ( )
2 3 k

k k

R d R R dRR P t p t
R R dtdt

    − + − = −     ρ    
.   (10)

Для расширения сферической полости необходимо, чтобы начальное давление в сферической поло‑
сти  p0  было  больше  давления,  действующего  на  каплю  расплава  в  момент  времени  0t = ,  т. е. 
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0 ( ) (0)k kp P t p p= > = . Кроме того, примем, что процесс расширения сферической полости происходит 
так быстро, что можно пренебречь потерей тепла, происходящим вследствие проводимости и излуче‑
ния. Тогда расширение сферической полости подчиняется алгебраическому закону:

 
3

0

0

( ) , p

V

CRP t
p R C

γ
 = γ = 
 

,  (11)

где  pC  и  VC  –  удельные теплоемкости газа при постоянном давлении и объеме.
В этом случае уравнение (10) принимает вид

 
322

2 0
02

0

3 41 1 ( )
2 3

k

k k

R pR d R R dRR C q t
R R dt R pdt

γ       − + − =  −                
,  (12)

где  0
0

pC =
ρ

.

Рассмотрим предельный случай, когда  kR → ∞ . Тогда уравнение (12) можно представить в виде

 
3 3( 1) 32 2

0

0 0 0 0

2 1 ( )
3 1

kC pd dR R d R d R q t
dt dt R dt R p dt R

− γ−            = − −        γ −            
 .   (13)

Интегрируя выражение (13) от 0 до t при начальных условиях

  0 0 0, 0t t
dRR R
dt= == = ,   (14)

получаем

 
3 3( 1) 32 2

0

0 0 0 00

2 1 1 ( )
3 1

t
kC pdR R R d R q t

dt R R p dt R

− γ−           = − − −        γ −            
∫ .   (15)

Из уравнения  (12) следует, что начальное ускорение в направлении радиуса можно определить по 
выражению

 
22
0

02
00

0

1
1

k
t

k

C pd R
pRdt R

R

=
 

= −    − 
 

.   (16)

Максимум скорости, который будет достигаться в некоторый момент времени  mt   0(0 )mt t< < , мож‑
но найти из условия:

 
2

0 0t
d dR
dt dt =

  = 
 

.  (17)

Из (15) и (17) получаем

 
3 3 3

0 0 00

1 ( )1 ( 1) 1
m

m

t
k

t t
pR R dq

R p R d

− γ

=

      τ  = + γ − +    γ τ       
∫ .   (18)

Если теперь принять, что  ( )dq τ  меняется незначительно по сравнению с 
3

0

R
R

 
 
 

 и, следовательно, 

0dq
d

≈
τ

,  то  уравнение  (18)  можно  решить  приближенно.  В  этом  случае  радиус  сферической  полости 

( )m mR R t=  определяем по выражению:

 

1
3( 1)

0 0

0
1 ( 1) ( )

m
m

t t
k

m

R R
pR R q t
p

γ−

=

 
 γ = =
 + γ −  

,  (19)

а максимальное значение скорости с учетом (19) находим из (15):
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1
2 2 2

0 0

0 0

1 ( 1) ( )
2 ( )

3m

k
m

m k
t t m

p q t
R C p pdR q t
R dt p

γ
γ−

=

 
  + γ −        = = −     γ     
   

  

.  (20)

Для решения нелинейного интегрально‑ дифференциального уравнения (15) будем, как и ранее, счи‑
тать, что  ( ) 0q′ τ ≈  и, следовательно,  ( ) 1q τ ≈ . Введя обозначения

 

1
1
3

0 0

( 1), ,
1

kpRy
R p

γ−
γ

γ γ −ε
= ε δ = ε =

+ ε
,   (21)

уравнение (15) с учетом сделанных выше приближений запишем в виде

 
53 1 2

3 3 6 02 2
2
0

2 (1 )[1 (1 )]
3 ( 1)
Cdy y y y

dt R

−− γ γ + ε
− δ + = ε

γ −
.  (22)

Теперь заметим, при 
0

1kp
p

<<  и  1r >  следует, что  1, 1ε << δ <<  и  3 1yδ << . Тогда уравнение (22) лег‑
ко интегрируется, если разложить его левую часть по малому параметру  δ . Ограничиваясь в уравнении 
(22) линейным членом по  δ , после интегрирования с начальным условием

 
1
3

0ty γ
= = ε ,  (23)

получаем

 
3 115 11 11 6 11 6

6 62 2 2 25 5 5 5
22 2(11 6 ) 22 2(11 6 )

y y
y yy y y y

y y

− −

+ δ + δ − ε − δ − δε =
− −

 

  =
5 2

6 0
2
0

2 (1 )5 11,
2 63 ( 1)

C t
R

γ + ε
ε γ ≠

γ −
, 

 (24)

или в прежних обозначениях:

 

5 11 6 11
2 2 2

0 0 0

5 5
2(11 6 ) 22(1 )

R R R
R R R

− γ
     

+ + ε =     − γ + ε     
0

0

5 2(1 ) 3(9 4 ) 5
2 3( 1) 2(11 6 ) 22(1 )
C t
R

+ ε − γ ε
+ +

γ − − γ + ε
.   (25)

Поскольку  ε  мало, а 
0

1R
R

>  и  1γ > , то  11 6 5
2 2
− γ

<  и, следовательно, решение упростится:

 

2
50

0 0

5 2 3(9 4 ) 11,
2 3( 1) 2(11 6 ) 6
CR t

R R
 − γ

≅ + γ ≠ 
γ − − γ  

.   (26)

При  11
6

γ =  в выражении (25) появится логарифмический член 
0

ln R
R

 
 
 

. Тогда в решении (26) можно 

ограничиться только первым членом:

 
2
5

1
2 5
0
2

0 0

5 11,
62

CR t
R R

 
≈ γ = 

  
.    (27)

Таким образом, радиус  сферической полости в рассматриваемом приближении растет пропорцио‑

нально 
2
5t :

 
2
5

2
2 5
0

0 2
0

5 2
3( 1)2

CR R t
R

 
≈  

γ −  
.  (28)
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